
Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü

Ðåãèîíàëüíûé òóðíèð ïî ìàòåìàòèêå

Çàî÷íûé òóð
28 îêòÿáðÿ - 10 äåêàáðÿ 2019 ã.

1. Íåðàâåíñòâà

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ a, b, c âûïîë-
íÿåòñÿ
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(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ a, b, c âûïîë-
íÿåòñÿ
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(c) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.

2. Òî÷êè íà îïèñàííûõ îêðóæíîñòÿõ

(a) Â òðàïåöèè ABCD ñ îñíîâàíèÿìè AB è CD âûïîëíÿåòñÿ AD < CD. Òðàïåöèÿ
âïèñàíà â îêðóæíîñòü, è õîðäà DP îêðóæíîñòè ïàðàëëåëüíà äèàãîíàëè AC.
Ïóñòü êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííàÿ â òî÷êå D, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ
AB â òî÷êå E, è ïðÿìûå PB è DC ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q. Äîêàæèòå, ÷òî
EQ=AC.

(b) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû AD è BE óãëîâ ∠A è ∠B ñîîòâåò-
ñòâåííî, ïðè÷åì òî÷êà D ëåæèò íà ñòîðîíå BC è òî÷êà E ëåæèò íà ñòîðîíå AC.
Òî÷êè F è G âûáèðàþòñÿ íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC òàê, ÷òî
ïðÿìûå AF è DE ïàðàëëåëüíû, è ïðÿìûå FG è BC ïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå,
÷òî

AG
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=

AB + AC
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(c) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.

3. Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

(a) Ôóíêöèÿ f(n) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ n è ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå
çíà÷åíèÿ. Ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì t äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ

f(t) = f(2019), f(t+ 1) = f(2020), f(t+ 2) = f(2021), f(n+ t) =
f(n)− 1

f(n) + 1

Äîêàæèòå, ÷òî f(n + 4t) = f(n) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n è íàéäèòå íàèìåíüøåå
âîçìîæíîå íàòóðàëüíîå çíà÷åíèå t, ïðè êîòîðîì òàêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü.
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(b) Ôóíêöèÿ F (x) îïðåäåëåíà ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ x, ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå
çíà÷åíèÿ è ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà x âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå
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Äîêàæèòå, ÷òî F (x) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

(c) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.

4. Ïîñëåäíèå öèôðû ÷èñëà

(a) Ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî åñëè óäàëèòü ïîñëåäíèå òðè öèôðû â
åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè, òî îñòàíåòñÿ ÷èñëî 3

√
n. Íàéäèòå n.

(b) Íàéäèòå äâå ïîñëåäíèå öèôðû â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà
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(c) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.

5. Ñóììà öèôð ÷èñëà

(a) Ïóñòü S(m) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m â åãî äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Ïðè-
âåäèòå ïðèìåð ÷èñëà n òàêîãî, ÷òî S(k ·n) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ
k, 1 ≤ k ≤ 2018, à S(2019 · n) íå÷åòíà.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà n òàêîãî, ÷òî S(k ·n)
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k.

(c) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.

6. Îáùèå äåëèòåëè
Â çàäà÷å k, n, p � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è n > 1.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî k25 − k äåëèòñÿ íà 3 ïðè âñåõ k.

(b) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë n, (n > 1) òàêèõ, ÷òî ÷èñëî k25 − k äåëèòñÿ íà n ïðè
âñåõ k.

(c) Ñóùåñòâóþò ëè êàêèå-íèáóäü èíûå çíà÷åíèÿ p, (p > 25), ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâó-
þò ÷èñëà n, (n > 3) òàêèå, ÷òî ÷èñëî kp − k äåëèòñÿ íà n ïðè âñåõ k? Ìîæíî ëè
óêàçàòü êîëè÷åñòâî ÷èñåë n ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ p, åñëè îíè ñóùåñòâóþò?

(d) Ïðåäëîæèòå ñâîå îáîáùåíèå çàäà÷è.

• Ðåøåíèÿ çàäà÷ íåîáõîäèìî íàïèñàòü íà áóìàãå, ñêàíèðîâàòü è îòïðàâèòü íå ïîçäíåå

10 äåêàáðÿ 2019 ã íà e-mail kon�nt@yandex.ru

• Âîïðîñû ïî óñëîâèÿì çàäà÷ ìîæíî çàäàòü ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå ïî óêàçàííîìó

âûøå àäðåñó.

• Íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êîìàíäû-ó÷àñòíèêè òóðíèðà ðåøàò âñå çàäà÷è, òåì

íå ìåíåå, ÷åì áîëüøå çàäà÷ âûïîëíåíî, òåì âûøå ðåéòèíã êîìàíäû. Èìååò ñìûñë

îòïðàâèòü âñå ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ èìååòñÿ õîòÿ áû ÷àñòè÷íîå ïðîäâèæåíèå.

• Ïðåäëîæåííûå çàäà÷è òðåáóþò âíèìàòåëüíîãî àíàëèçà óñëîâèÿ, â ýòîì ñìûñëå îíè

ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê èññëåäîâàòåëüñêèå. Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî ïóíêòà êàæ-

äîãî çàäàíèÿ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü åùå êàêîé-íèáóäü ñëó÷àé èëè ïðåäëîæèòü

îáîáùàþùóþ ôîðìóëèðîâêó, æåëàòåëüíî, ñ ïîñëåäóþùèì äîêàçàòåëüñòâîì. Íàëè-

÷èå îáîáùåíèÿ çàäà÷è óñèëèâàåò ðåçóëüòàò.
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